Nem hagyjuk szo nélkiil
Megtalaltuk az interneten az [ 1 ] miivet. Orommel lattuk, hogy nagy része a kdzépisko -
lasok szamara is hasznos ismereteket adhat. Most innen vesziink néhany feladatot, illetve

tételt / tétel - igazolast, melyeket azért nem szo6 nélkiil adunk at az Olvasonak.
Az adott tételre az [ 1 ] forras kotet - és oldalszamaval hivatkozunk.

L./ 8.: A Pitagorasz, - tétel egy ujabb bizonyitisa

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!
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Eszerint — ahol Thalész tétele is alkalmazva lett — :
b - )
tg(pzmz% -»b?=(c+a) (c—a)=c?—a?, innen:

a® + b = ¢?|,

a Pitagorasz - tétel alaposszefiiggése adodik.

Megjegyezziik, hogy az 1. abra mas tételek igazolasara is hasznalhato. Ilyenek pl. a két -
szeres -, illetve a fél - szoges trigonometriai azonossagok némelyike.

Tovabba megemlitjiik, hogy az 1. abra éppen a ( 3, 4, 5) pitagoraszi szamharmas alkal -
mazasaval készilt.

|./49.: A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenség egyik igazoldsa

Ehhez tekintsiuk a 2. dbrat!



2=qa-b »>m=+a-b , tovabba a 2. dbra szemlélete alapjan:

a+b ,
r=—, tehat:

, egyenldség csak a = b(= r) esetén all fenn.

I./50.: A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlitlenség egy masik igazoldasa

Ehhez tekintsiik a 3. abrat!
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Ez alapjan irhatjuk, hogy:
(a+b)>—(a—b)>=4-a-b »(a+b)’=>4-a-b »>a+b=2-Va b, innen:

a:b >+a-b |, egyenléség csak a = b esetén all fenn.

11./10.: Khiosz - i Hippokratész holdacskdirél szolo tétel igazoldsa

Ehhez tekintsiik a 4. abrat!
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A1+A2=A3

(L1 +81)+ (L2 +52)=T+5, +S,
Li+L,=T

4. abra — forrdsa: [ 1 ]

1. A 4. abra bal fels6 részén azt latjuk, hogy egy a, b, ¢ derékszogii haromszog oldalaira
felkoroket rajzoltak. El0szor is azt allitjak, hogy a befogokra rajzolt sotétsziirke felko -
rok teriiletosszege egyenld a haromszog atfogojara rajzolt félkor teriiletével, azaz:

A+ A = Az, (*)

DRSO MO SEETErS ()

Mivel a derékszogli haromszogre fennall Pitagordsz ( ** ) szerinti tétele, igy ( * ) valoban
fennall, amirdl ( ** ) = ( * ) szerinti olvasassal is meggy6zodhetiink.

2. A 4. abra jobb felsd részén azt latjuk, hogy az Aj teriiletll félkort tiikrozték a haromszog
atfogdjara, amivel eldallt az a helyzet, hogy a félkor atmegy a haromszog derékszoge -
nél 1évo csucsan, Thalész tétele miatt is. Ekkor kirajzolddnak az S; €s S; teriileti, vila -
gossziirke korszeletek, valamint az L, és L, teriiletli sotétsziirke holdacskak is. Az abra
szerint adodik, hogy:



A1=L1+Sl,A2=L2+52,A3=T+51+52. (**)

Most ( * ) és ( **) - gal:
(Li+S)+ L, +S,)=T+S5,+S,, innen:
L+ L,=T],

vagyis azt kaptuk, hogy a holdacskak teriiletének dsszege egyenlé a derékszogii harom -
szog teriiletével. Ezzel kimondtuk és egyben igazoltuk is a tételt.

11./ 66.: Hiperbola szerkesztése két korrel

Ehhez tekintsiik az 5. abrat!

II.

5. &bra — forrasa: [ 1 ]

Ha ez igaz, akkor gy is szerkeszthetiink hiperbolat, hogy egy R sugarti ,,nagy” korrel
érintkezik egy r valtozo sugaru ,,kis” kor, ahol a kis kor kdzéppontja a nagy kor atméro -
jének egyik végpontjan atmend egyenes mentén halad — 1d. 1. jeli fels6 abrarész.

A II. jelt alsé abrarész szerint a nagy kor kozéppontjabol meghuzott e ferde egyenessel
elmetssziik az f fliggbleges egyenest. A kis kor r sugara nem mas, mint e és f M metszés -
pontjanak a nagy kortdl valo, az e ferde egyenes mentén mért tavolsaga.

A M kozéppontbol a r sugarral rajzolt kor és az M ponton atmend vizszintes egyenes met -
széspontja adja a P hiperbola - pontot.



Szamitasos 1gazolasunkhoz tekintsiik a 6. abrat!

6. abra

Ez alapjan:

R e r
Xp=R+r= 0 Yp= R -tgt; ezzel a gorbe paraméteres egyenletrendszere

— a p index elhagyasaval — :

R T 3
x(t)—cost,y(t)—R-tgt, OStSZ-ﬂ,tig,T, (p)
majd:
a2 =R —RZ.(1+1gt), y? =R2-tg?t »S—L =(1+tg?t) —tglt =1

cos?t 8 v Y g RZ  R2 ’
tehat:
xZ yZ xZ yZ _ _

A (p) és (k) képletek egy ( specialis = derékszogi ) hiperbolat irnak le — [ 2 ].



A 7. abran a teljes ( kétagh ) derékszogii hiperbolat abrazoltuk, az egymasra merdleges
aszimptotaival, valamint fokuszaival egyiitt.

7. abra
M1. A tételek magyar elnevezését és a nevek irasat illetden figyeltiink [ 2 ] - re is.

M2. Ugyes otlet, hogy megadjak a tételt, magyarazo abrajaval egyiitt, a tanuld pedig fejtse
meg az igazolas mibenlétét, illetve az abra alapjan végezze el az igazolast.

M3. A 4. dbra jol szemlélteti, hogy mit jelent a ,,Bizonyitasok szavak nélkiil”.



M4. Az 1./ 49. szerinti bizonyitast mi annak idején a kozépiskolaban tanultuk, a Matema -
tika tantargy 6rdin. Valdszinii, hogy ez ismerds a mai kozépiskoladsoknak is.

M5. Azt talaltuk, hogy az 5. abra szerkesztése valdban hiperbolapontot ad, azonban e
hiperbola nem az altalanos esetet példazza.

Az 5. abrahoz hasonlot [ 3 ] - ban is talaltunk, ahol szintén csak feladjak a feladatot, de
nem oldjak meg — 8. abra. Itt nem [ 1 ] - re hivatkoznak, forrasként.

92. Construction of a hyperbola The following diagrams ap-
peared (unlabeled) in Ernest J. Eckert, “Constructions Without
Words,” Mathematics Magazine, Vol. 66, No. 2, Apr. 1993, p.
113. Explain the constructions by finding the coordinates of the

point P.
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M6. Meglehet, a 1./ 66. feladat feladoi nem szamitasos, hanem szerkesztéses megoldasra,
illetve a mutatott szerkesztés helyességének geometriai belatasara gondoltak. Ennek felté -
telezésére a 8. abra szovege ad okot. Ki tudja...

M7. Meglepd, de valojaban I1. / 66. esete az elsd, amiben talalkoztunk a hiperbola fenti
—tehat a (p ) - tipusi — paraméteres egyenletrendszeréhez tartozd szerkesztéssel. Mert
egy dolog az algebrai belatés, és egy masik az ezzel kapcsolt geometriai konstrukeio.
Héatravan még a ( p ) - nél altalanosabb b # a eset fenti tipust paraméteres egyenletrend -
szeréhez tartoz6 geometriai szerkesztéssel valo talalkozas.
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